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Michat Charlak?, Marek A. Jakubowski?

ANALIZA KONCEPCJI ZBIOROW PRZYBLIZONYCH

Streszczenie. Artykut zawiera analiz¢ opisu podstaw matematycznych teorii zbioréw rozmy-
tych opracowanych przez 7. Pawlaka. Praca zawiera znany w literaturze dowdd Z. Pawlaka,
stwierdzajacy, ze idea zbiorow przyblizonych nie moze by¢ zredukowana do idei zbiorow
rozmytych poprzez wprowadzenie przyblizonej funkcji przynaleznosci. Istnieja wigc zagad-
nienia, ktore sa mozliwe do rozwiazanie z zastosowaniem zbiorow przyblizonych a nie znaj-
duja rozwiazania w zbiorach rozmytych. Na podstawie analizy i interpretacji przyktadow okre-
$lone zostaly przyczyny trudnosci z zastosowaniem teorii zbioréw przyblizonych.

WSTEP

Koncepcja zbiordw przyblizonych zostata przedstawiona przez Zdzistawa Pawlaka
w 1982 roku, a niektore wiasciwosci i zastosowania tej koncepcji byty analizowane w
wielu pdzniejszych pracach (np. Orfowska i Pawlak 1984; Materska M. 1994; Pedrycz
W. 1998 i innych). Teoria zbioréw przyblizonych przedstawiona przez Z. Pawlaka nie
jest jednak znana i rozpowszechniona w zastosowaniach praktycznych tak jak teoria
zbioréw rozmytych. Przyczyna tego stanu moga by¢ liczne niescistosci w interpretacji
koncepcji zbiorow przyblizonych. Doktadna analiza wczesnych koncepcji teorii Z. Paw-
laka sktania nas do postawienia tezy, ze niektdre sformutowania i niescistosci zapisu
matematycznego moga by¢ przyczyna blednej interpretacji teorii i problemow w zasto-
sowaniach praktycznych.

W artykule zostanie przedstawiona analiza i wlasna interpretacja koncepcji zbiorow
przyblizonych i logiki rozmytej Z. Pawlaka. Zostana przedstawione réznice miedzy
tymi teoriami oraz analiza przyktadow zastosowania.

ZBIORY PRZYBLIZONE

W tej czesci przedstawiono autorska interpretacje koncepcji teorii zbiorow przybli-
zonych przedstawionej przez prof. Z. Pawlaka w 1984 r. w publikacji ,,Rough sets and
fuzzy sets” [7] z korekta niescistosci zapisu matematycznego.

1) Michat Charlak — Katedra Podstaw Techniki, Politechnika Lubelska.
2) Marek A. Jakubowski — Katedra Metod i Technik Nauczania, Politechnika Lubelska.
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Niech U begdzie zbiorem zwanym uniwersum oraz niech R bedzie rownowazng
zalezno$cig U, zwana nierozrdznialng relacjq (indiscernibility relation). Odpowiedniki
klas relacji R zwane sg elementarnymi zbiorami w A4 (pusty zbior jest takze elementar-
nym). Kazda alternatywa zbiordw elementarnych jest zbiorem ztozonym w A. Rodzina
wszystkich zbioréw ztozonych jest oznaczona jako Com(A4). Para A = (U, R) nazywa-
na jest przestrzenia aproksymacji.

Niech X < Ubedzie podzbiorem U. Definiujemy dolne i gorne przyblizenie X w 4,
zapisujac A (X) i Z(X)jak ponizej:

AW ={xe U X
AX) = {x € U: [x]y " X# 0}
gdzie [x] oznacza rownowartosc klas relacji R zawierajacej element x.

Fr (X) = Z(X) — A (X) oznacza granice X w 4.

W ten sposob mozemy okresli¢ dwie funkcje przynaleznosci —(,, " , zwane
silna i staba przynaleznoscia:

x—(, X jezeli xe AX),
x 0, X jezeli xe Z(X).
Jeslix —(, Xmozemy powiedzie¢, Ze ,,x pewnie nalezy do Xw A” orazjeslix "( , X
znaczy, ze ,,x prawdopodobnie nalezy do X'w A”.

A (X) jest maksymalnym A4-rozréznialnym zbiorem zawartym w X oraz Z(X) jest
minimalnym 4-rozr6znialnym zbiorem zawierajacym X. Inaczej méwiac, 4 (X) jest

podzbiorem wszystkich zbiorow z ta sama silng przynaleznoscia, natomiast Z(X) jest
suma wszystkich zbioréw z taka sama staba przynaleznoscia (rys. 1).

i\ =
)

[ odpowiedniki
klas R

Rys. 1. Ilustracja zbioru przyblizonego [5]
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Mozna tatwo sprawdzic, ze przestrzen aproksymacji 4 = (U, R) determinuje niepo-
wtarzalng przestrzen topologiczng 7', = (U Com(A4)) a Com(4) jest rodzing wszystkich
otwartych zbioréw w T ,. Rodzina wszystkich elementarnych zbiorow w 7, jest pod-
stawa dla 7. Z definicji dolnej i gornej aproksymacji w 4 wynika, ze Com(4) jest
réwnoczesnie zbiorem wszystkich otwartych i domknigtych zbioréw w 7', oraz A4 (X)
i A(X) sa wnetrzem i domknigciem zbioru X w przestrzeni topologicznej T, 4 (X) i

Z(X) maja nastepujace wlasciwoscei:

H AX cXc AWX)

2) AWU)=AWU)=U bylo A(U)=A(U)=U

3) A(0)= A4(0)=0 bylo A4(0)=A4(0)=0

4) AXUY) = AX) U A®D) bylo AU Y)= AX) U A®Y)
5) AXUND AU AD)  bo AXUNDANUAD)
6) AXNY)c AX) N A®Y) bylo AXNY)cAXNAY
7N AXNY) = AW N AQY)

8) A-X)=- AX)

9) AN =- 4X) B

104 AX=4 AX=A4X bylo AAX=A4 AX= AX

INAAX=AAX= AX

Klasyfikacja zbioréw przyblizonych

Niech 4 = (U, R), R bgdzie nierozrdznialng relacja w 4 i X < U bedzie
R-nierozroznialne (zbior przyblizony w przestrzeni aproksymacji 4). Mozna nastepuja-
co sklasyfikowac¢ zbiory przyblizone:

— zbidr X jest przyblizenie R-rozroznialny w 4, jezeli RX = 0 i RX=U:

— zbidr X jest zewngtrznie R-nierozréznialny w 4, jezeli R X =0 i RX=U:
— zbidr X jest wewngtrznie R-nierozrdznialny w 4, jezeli RX=0 i RX=U:
— zbidr X jest catkowicie R-nierozréznialny w 4, jezeli RX=0 i RX=U:

Powyzsza klasyfikacja opisuje w jaki sposob zbior obiektoéw X moze zostac rozroz-
niony w znaczeniu nierozroéznialnej relacji R.

Doktadnosé, zaleznos¢ i wplyw

Jesli X jest dowolnym zbiorem obiektow danej przestrzeni aproksymacji 4 = (U, R),
X c U, to najwigkszy doktadny podzbior R nazywa si¢ wnetrzem X i oznaczany jest
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symbolem R . Zbior X jest doktadny wtedy i tylko wtedy, gdy jest rGwny swemu
wnetrzu. Wnetrze danego zbioru mozna traktowaé jako przyblizony opis: stosunek
liczebnosci wnetrza do liczebnosci calego zbioru nazywany jest doktadnoscia tego przy-
blizenia i oznaczany symbolem y(X):

_ card(RX)
- card(X)

Liczbe «  (X) nazywamy R-doktadnoscia (lub dokfadnoscia w zaleznosci od R)
zbioru X w A:

Y(X)

card RX

a,(X)= =
2 card RX

Szorstkoscia (badz chropowatosciq) zbioru X w A nazywamy dopelnienie
R-doktadnosci do 1:

pR(X):]—OCR(X)

Oczywiscie 0 < a p (X), p p (X) < 1.
Zbior X jest wyraznie R-rozréznialny jezeli R X= ﬁX, w innym przypadku np.

jezeli R X # R X ,to zbior Xjest R-nierozroznialny, badz przyblizony w zaleznosci od R.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze y(X) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem do-
ktadnym. Jesli C= (R, R,, R;, ..., R,) jest kategoryzacja uniwersum na zbiory niepu-
ste i roztaczne R, to liczba

B Z card(R, X)
- card(X)

jest doktadnoscia (lub stopniem doktadnosci) tej klasyfikacji w przestrzeni aproksyma-
cji (U, R). Podobnie jak poprzednio, klasyfikacja C jest doktadna (tzn. wszystkie klasy
R sa zbiorami doktadnymi), wtedy i tylko wtedy, gdy y(C) = 1.

Pojecie doktadnosci kategoryzacji jest oczywiscie zrelatywizowane do rozwazane-
go przestrzeni aproksymacji. Obserwacja ta umozliwia wprowadzenie pojecia zalezno-
$ci migdzy zbiorami atrybutow.

Niech 4 = (U, R) bedzie przestrzenia aproksymacji, a P i Q nierozréznialng relacja
w przestrzeni aproksymacji. Liczba:

y(C

card Intp( Q™)

vp@)= card U

, gdzie Intp(Q*) = U PX
Xe@*

bedzie nazywana doktadnoscia klasyfikacji O w odniesieniu do P (P-doktadno$¢ kla-
syfikacji 0"). Oczywiscie 0 <y, (Q") < 1 dla kazdego P i Q. Méwimy, ze O zalezy
w stopniu k£ od P w przestrzeni aproksymacji A:
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k *.
PQ, jezeli k=1v,(0)

1
Jesli P, to Q calkowicie zalezy od P (lub po prostu ,,zalezy”’), mozna to tez zapisac
P—-0.

k
Jesli 0 <k <1 oraz P—=Q, to O czgsciowo zalezy od P.

o
Jesli P, to O jest catkowicie niezalezne od P.

Niech 4 i B beda dwoma zbiorami atrybutéw okreslonych na tym samym uniwer-
sum U, a C(4) i C(B) — odpowiednimi kategoryzacjami. Wtedy doktadno$¢ klasyfikacji
C(B) w przestrzeni aproksymacji (U, R) nazywa si¢ zaleznoscia (albo stopniem zalez-
nosci) zbioru atrybutéw B od zbioru atrybutdw A i oznacza symbolem y(4—B).

Nalezy zwrdci¢ uwagg na fakt, ze tak zdefiniowana zalezno$¢ jest niesymetryczna:
moze si¢ zdarzy¢, ze B bedzie zalezato w niskim stopniu od 4, ale 4 bedzie w petni
(tj. w stopniu 1) zalezato od B. Warto tez podkresli¢, ze y(4—B) =y(B—A4) = 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy C(4) = C(B) — tzn. wtedy, gdy oba zbiory atrybutéw okreslaja t¢
samg kategoryzacjg obiektow.

Ze wzgledow interpretacyjnych, omdéwionych ponizej, liczbe y(B—A4) nazwano
wptywem (lub stopniem wptywu) 4 na B i oznaczono symbolem w(4—B):

w (A—>B) E y(B—A)

Wskazniki zaleznosci i wptywu definiuje sie wylacznie za pomoca kategoryzacji [6].
Dla wartosci tych wskaznikow nie jest istotne, jakie sa atrybuty nalezace do zbioréw A
i B, ajedynie to, jakie sa kategoryzacje odpowiadajace tym zbiorom. Wynika stad, ze
dla dowolnych kategoryzacji C i D tego samego uniwersum U mozna w analogiczny
sposob zdefiniowaé zaleznos¢ y(D—C) i wptyw w(C—D).

Analiza przyktadu

Ponizej przedstawiamy wilasng interpretacj¢ przyktadu pochodzacego z artykutu
7. Pawlaka [5] zawierajacego niekonsekwencje zapisu matematycznego.
Niech U= {x,, x,, x,, X, X, X5, Xz, X, Xg X, X,,} Oraz niech R bedzie nierozr6z-
nialng relacja z nastgpujacymi ekwiwalentnymi klasami:
E, = 1{x, x;}, E, = {x,, x4 xo}, E; = {x;, x5}, E, = {x, Xg}, E; = {x,, X}
Zbiory:
X, = {x, x;, x,, X},
Y, ={x; x5 x;, X4},
Z,={x, X3 Xy, X x9}

sa przyktadami R-rozroznialnych zbioréw.
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Zbiory:
Xy =Xy X3 Xy X5 Xg X s
Yy =% X5 Xg X0}
Z,= {xz, X3 X, x8}
sa przyktadami przyblizonych R-rozréznialnych zbioréw. Analogiczne przyblizenia gra-
nic i doktadnos$ci wynosza:
R X,=E,VE, = {x; x, x5 xg},
RX,=E,UE;UE,UE;={x), X}, X; X, X5 X Xg X},
Bn,(X))=E, = {x, x,},
o, (X)) =4/8=1/2
RY,=E;={x; x5},
RY,=E, VE,VES= x, x, Xy X5 Xg xw},
Bng(Y) =E, U Es={x,x,xg X5,
a . (Y))=2/6=1/3,
RZ,=E, = {x, x4},
RZ,=E,u E,VE, = x,, X3 X, X5 Xg Xg Xgf,
Bng(Z)=E, U E; = {x) X3 X5 X5 Xp},
o p(Z,) =2/1.
Zbiory:
Xy ={xy xp xp x5 X, X},
Yy = {x) Xp X3 X Xg Xg X))
Z3= Xy Xy X3 Xy Xg X5
sa przykladami zewngtrznie R-nierozroznialnych zbiorow. Odpowiednie przyblizenia
granic i doktadnosci sa réwne:
RX,=E, ={x, x,},
RX, =1,
Bny(X)=E,VE,UE, UE;=1{X, X; X, X5, Xz X, Xg Xg X},
a R (X;)=2/10=1/5
RY,=E, = {x, x, x,},
RY,=U,
Bnya(Y)=E,VE,;UE,UE;=1{x) X}, X3 X, X5, X5, Xg X5},
a . (Y;) = 3/10,
EZs =E,= {x, x4},
RZ,=U,
Bng(Z)=E,VE,VE, UES= {x0 Xp Xy X3 X5, Xg X5 Xgo X085
a R (Z;)=2/10=1/5.
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Zbiory:
X, = {x, x, X33,
Y,=1{x, x,, x, x},
Zy={x5 x5 X}
sa przyktadami wewngtrznie R-nierozr6znialnych zbiorow.

Ponizej przedstawiono gorne aproksymacje tych zbioréw:

R X,=E,VE,VE;= {xo, Xp Xy X3 X5, Xg xg},
RY,=E,VE,VE,UE;={x, X, X, X, Xz, X, Xg xgﬁxm},
RZ,=E,VE,UE, = {x, Xx; x, X;, Xg Xg Xo}s

Oczywiscie dolne przyblizenie tych zbiordw jest zbiorem pustym i doktadnos¢ jest
réwna zero. Ponizej przedstawiono przyktady zbiorow catkowicie R-nierozrdznialnych:
X5 ={x, x,, X, x, X,

Y5={xp x5 X5 Xg X0

Zs=1{Xy X5 X5, Xg}
Whnioski z analizy przykladu

Z braku miejsca nie przytaczamy w catosci oryginahu tylko przyktadowe rozbieznosci.

W oryginale jest: EXZ =E,VE, C E, = {xy x}, X3 X, X5 X, Xg X}, natomiast w
wyniku naszej analizy otrzymujemy RX L=E,VE,UE UE; = {X), X, X; X, X5, X,
Xg X}

W oryginale jest: B ny (Y,) = E; U E, = {x, x, xg x,,}, natomiast w wyniku naszej
analizy otrzymujemy B np (Y)) =E, U E; = {x, x, x5 x,,}.

W oryginale jest: EY4 =E, VE,VE, UE, = {X, X, X,, X;, Xo X, Xg X X0}

natomiast w wyniku naszej analizy otrzymujemy RY,=E,VE,VE ,UE;= {x,x,
Xy Xy Xg X7 Xg Xg X0}

ZBIORY ROZMYTE

W tej czgsci przedstawiono definicj¢ zbiorow rozmytych wprowadzong przez
Zadeha w 1965 r. [3] na podstawie artykutu Z. Pawlaka [7]. W zwigzku z rozbiezno-
Sciami opisu matematycznego teorii zbiordw rozmytych wystepujacych w dostepnej
literaturze autorzy przedstawiajq ponizej wlasna interpretacj¢ pozbawiona niescistosci
matematycznych.
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Niech U bedzie zbiorem zwanym uniwersum. Zbidr rozmyty X w U jest funkcja
przynalezno$ci p (x), ktorej kazdy elementx € Unalezy do liczb catkowitych z prze-
dziatu <0, 1> i pu (x) okresla stopien przynaleznosci x do zbioru X.

Alternatywa i koniunkcja zbiorow rozmytych Xi Y sg zdefiniowane nastepujaco:

Moy y () = Max (y (x), py (X))

3 () = Min (i (), 1y ()

dlakazdegox € U.
Dopehienie — X zbioru rozmytego X jest zdefiniowane funkcja przynaleznosci

W= y(x)=1—p(x) dlakazdegox e U.

PRZYBLIZONA FUNKCJA PRZYNALEZNOSCI

Powstaje pytanie — kiedy mozemy zamieni¢ koncepcje aproksymacji przez funkcje
przynaleznosci podobng do tej zaproponowanej przez Zadeha? [3].
Niech X ¢ U. Funkcjg¢ przynaleznosci definiujemy nastgpujaco:

1 jezli xe 4 (X)
W)= 172 jezeli x e Fr (X)
0 jezeli xe— A )
gdzie —X oznacza U — X.

Do tak okreslonej funkcji przynaleznosci nie mozna zastosowac alternatywy
i koniunkcji zbioréw przedstawionej uprzednio, poniewaz:

My () =Max (1 (), py () (a)
My (9 2 Min (1 (), 1y () (b)
Ad.a) Wy, () =1 =Max (i, (), iy (@) = 1= (9 = Tlubpy g =1= (1)
=xe AMlbre 4 (M=xe A XU AW

7 definicji funkcji przynaleznosci dla alternatywy zbioréw otrzymujemy:

m, ,x)=l=xe 4 (XUY) )
7 whasciwosci wewnetrznej operacji otrzymujemy
AXUN 24 MNU A4 3)

W ten sposébx € W= AXUY)—(AX) v AD)), 1,y #1 zuwzglednieniem
(I)ip ., y(x) =1 zgodnie z (2) (sprzecznos¢).
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Ad.b) oy, () = 0= Min (1 (), 1y () =0 = () =0 lub p, (1) =0= (4
=xe- AN lbxe—- A¥)=xe- AN U- AV =x € — (AX) N A(Y))

Z definicji funkcji przynaleznos$ci koniunkcji zbioréw mamy:

m, ,(0)=0=xe-AXNY) (5)
7 wilasno$ci domkniecia dziatania mamy:
AXN D e AW N AD (6)

i w rezultacie otrzymujemy:
~ (AW N A c— AX ) @

W ten sposébx € W=—AXNY)—(-(AX) N A(Y))); U y y(x) #0 zgodnie
z(#)im , _ ,(x) =0 zgodnie z (5) (sprzecznos¢).

Oznacza to, ze funkcja przynaleznosci przedstawiona w tym punkcie nie moze by¢
rozciagnieta na alternatywe i koniunkcjg zbiorow.

UZUPELNIENIE ZBIOROW
Funkcja przynaleznosci dla uzupetnienia zbiorow jest taka sama dla zbioréw roz-
mytych i przyblizonych:
) py@=l=xe A-X=xe-AX) =p,(x)=0=1-p ®=1
D) @ =0=xe-AC-X=xe AN =p ®=1=1-p,@)=0
) hy®=12=xe A-X) - A-X)=xe A-X) (- A(-X)=

=xe AN N AN =xe AN N (- AX)=xe AX) - AWX) =
=Sp,)=12=1-pn,(x)=1/72

PODUMOWANIE | WNIOSKI

Teoria zbioréw przyblizonych nie moze zosta¢ zredukowana do teorii zbioréw roz-
mytych przez wprowadzenie funkcji przynaleznosci wyrazajacej stopien przynalezno-
$ci. Udowodnienie tej tezy wymaga jednak konsekwentnego stosowania jednolitej nota-
cji matematycznej. Autorzy artykutu napotkali liczne przyktady niescistosci wystepuja-
cych w literaturze tematu, szczeg6lnie we wezesnej fazie rozwoju koncepcji zbioréw
przyblizonych. Oprocz tego teoria zbioréw przyblizonych jest szersza niz koncepcja
logiki rozmytej. Mozna ja zredukowa¢ do zbioréw rozmytych, jesli zamiast:
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AXUND AU A i AXND) S AN N A®D)
obowiazuie A(XU = AX) U A i AXND)= AX) N AD),
co oczywiscie w ogdlnym przepadku nie jest prawda.
Faktem jest, ze teoria zbiordw przyblizonych prof. Z Pawlaka nie jest tak znana
i rozpowszechniona jak pokrewna teoria zbioréw rozmytych. Analiza autoréw przepro-
wadzona z mysla odnalezienia przyczyn tego stanu sktania do wniosku, ze we wcze-
$niejszych pracach, a nawet aktualnej literaturze, wystepuje:
1. rozbieznos¢ w nazewnictwie, np. prof. M. Materska nazywa zbiory przyblizone
zbiorami zgrzebnymi;
2. rozbieznos¢ oznaczania,
.. _ card Intp(@") _ card ) _ card BY
np. re(@7) card U lub »() = card (¥) lub- e G card BX’
3. rozbieznos¢ pojeé, np. A= (U, R), X< Ulub 4 = (U, Ind) lub (X, A), Y c X, gdzie X = U.

Wymienione niescistosci powodujq duze trudnosci z zastosowaniem i rozpowszech-
nianiu wspomnianych teorii w informatyce oraz komputerowym wspomaganiu w tech-
nice i nauczaniu. Mozna sformutowac hipoteze badawcza, ze te trudnosci stanowia
zasadnicza przeszkode takze w innych obszarach zastosowan.
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ANALYSIS OF ROUGH SETS CONCEPTS

Summary

We describe our interpretation of rough sets mathematical foundations theory on basis
7. Pawlak works. We cite famous Z. Pawlak outcome, that the idea of rough set cannot be
reduced to the idea of fuzzy set by introducing membership function expressing the grade of
membership. There are some problems which could be solved only in rough sets but not in
fuzzy sets. Finally we describe the problem with application rough sets theory based on
7. Pawlak works.
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